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Επαναληπτικό Διαγώνισμα στα Μαθηματικά 

Προσανατολισμού της Γ΄Λυκείου 

Ύλη: Έως και τα ακρότατα συνάρτησης 

Επιμέλεια Θεμάτων: Νίκος Τούντας 

Συμμετοχή: Το ερώτημα Γ4 έδωσε ο Βαγγέλης Ραμαντάνης. 

Ημερομηνία: 

Ονοματεπώνυμο: 

Βαθμός: ……… /100  ή  ……… /20 

 

ΘΕΜΑ Α (25 Μονάδες) 

Α1. Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Να αποδείξετε ότι αν η f είναι 

συνεχής στο Δ και  f x 0   για κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ, τότε η f είναι σταθερή σε 

όλο το διάστημα Δ.                                                                                                      8 Μονάδες 

Α2. Τι ονομάζουμε πρώτη παράγωγο της f, τι δεύτερη και τι νιοστή;                         5 Μονάδες  

A3. α) Θεωρήστε κάθε έναν από τους παρακάτω ισχυρισμούς ως Αληθή ή Ψευδή: 

1. «Έστω p(x) μία πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού ν  τότε αυτή είναι 

παραγωγίσιμη και η παράγωγός της είναι υποχρεωτικά βαθμού ν 1 » 

2. «Αν μία ευθεία εφάπτεται σε μοναδικό σημείο με μία συνάρτηση f τότε η ευθεία 

υποχρεωτικά δεν έχει κανένα άλλο κοινό σημείο με την f»               1 1 2   Μονάδες 

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α) αποδεικνύοντάς τον ισχυρισμό αν 

είναι Αληθής ή δίνοντας ένα αντιπαράδειγμα αν είναι ψευδής.               2 2 4   Μονάδες 

Α4. Να χαρακτηρίσετε ως ΣΩΣΤΗ ή ΛΑΘΟΣ καθεμία από τις παρακάτω προτάσεις: 

α. Αν  
x xo
lim f x


  τότε κατά ανάγκη 
 x xo

1
lim 0

f x
 . 

β. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α,β] και υπάρχει  ξ α,β τέτοιο ώστε  f ξ 0

τότε κατά ανάγκη ισχύει ότι    f α f β 0 . 

γ. Έστω μία συνάρτηση συνεχής σε ένα διάστημα Δ και παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του 

Δ. Αν η f είναι γνησίως αύξουσα στο Δ τότε η παράγωγός της δεν είναι υποχρεωτικά θετική 

στο εσωτερικό του  Δ. 

                                  2 3 6   Μονάδες 

ΘΕΜΑ Β (25 Μονάδες) 

Δίνεται η συνάρτηση f :  με τύπο   xf x e x 1 αx  ,x      και α . 

Β1. Να δείξετε ότι α 0 .                                                                                         5 Μονάδες 

Β2. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.                       6 Μονάδες 
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Β3. Να δείξετε ότι για κάθε x 0  η f είναι γνησίως αύξουσα και στην συνέχεια να δείξετε 

ότι ισχύει     f 1 x f 1 x


      με ν  και ν 2 .                                               9 Μονάδες 

Β4. Να δείξετε ότι για κάθε x 0  ισχύει ότι  
 ν 2

ν ν 1
1 x 1 νx x

2


     με ν  και ν 3 .                                                                                                   

                                                                                                                                      5 Μονάδες 

ΘΕΜΑ Γ (25 Μονάδες) 

Ένα παιδί κινείται οριζόντια στο έδαφος ενός δρόμου με την ταχύτητά του να δίνεται από την 

παραγωγίσιμη συνάρτηση  f : 0,  για την οποία ισχύουν: 

-  f 1 0 . 

-        
1 1 1

tf t f t lnt 1 1 1 lnt 1
t t t

 
        

 
  για κάθε t 0  όπου t ο χρόνος σε sec. 

Αν ορίσουμε ως θετική κατεύθυνση προς τα δεξιά και αρνητική κατεύθυνση προς τα 

αριστερά τότε: 

Γ1. Να δείξετε ότι    
1

f t 1 lnt 1  , t 0
t

 
    
 

και να βρείτε τις πιθανές χρονικές στιγμές στις 

οποίες το παιδί αλλάζει φορά κίνησης.                                                                        6 Μονάδες 

Γ2. Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό ξ 0 τέτοιο ώστε η f να αλλάζει είδος μονοτονίας στο 

x ξ και να βρείτε τη μέγιστη ταχύτητα με την οποία το παιδί κινείται προς τα αριστερά, αν 

μεταξύ των χρονικών στιγμών που βρήκατε στο προηγούμενο ερώτημα η ταχύτητά του είναι 

αρνητική. Το  ξ 1,e ;                                                                                                8 Μονάδες          

Γ3. Αν η δεύτερη παράγωγος της f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα  1,ξ  τότε να 

δείξετε ότι         ξ t f t 1 t 1 f t     .                                                               4 Μονάδες 

Γ4. Κάποια χρονική στιγμή to το παιδί σταματάει να κινείται και αφήνει ακριβώς από το 

ύψος του ένα μπαλόνι το οποίο ανεβαίνει κατακόρυφα προς τον ουρανό με σταθερή ταχύτητα 

1 m/sec. Ταυτόχρονα, το παιδί ξεκινά να κινείται οριζόντια στο έδαφος αυτή την φορά με 

σταθερή ταχύτητα 2 m/sec. Αν 1 sec αργότερα ο ρυθμός μεταβολής της απόστασης του 

μπαλονιού από το σημείο στο οποίο πατάει στο έδαφος το παιδί ισούται με 
3 2

2
 m/sec , τότε 

να δείξετε ότι το παιδί έχει ύψος 1 m.                                                                          7 Μονάδες 
 

ΘΕΜΑ Δ (25 Μονάδες) 

Δίνεται η ν 1  φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση φ :   με 
*ν  για την οποία ισχύει:  

-            ν 1 ν
φ 0 φ 0 φ 0 φ 0 0

    . 

-                  4 ν 1 ν 1
φ x φ x 0,   φ x φ x 0, ,  φ x φ x 0

 
        . 

Δ1. Να δείξετε ότι είναι σταθερή στο  η συνάρτηση: 

                                            
2 22 2 ν 1 ν

κ x φ x φ x φ x φ x
               


 

        4 Μονάδες 

 



www.askisopolis.gr                                      

 

 

Δίνονται και οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις f ,g :   με τύπους: 

-      
23 2α

f x 2 x 2x α 2 x k x  ,x
3

 
       
 

 με α .   

-   3 2g x x 10x 28x 20 ,x      με 
14

g 0
3

 
 

 
. 

Δ2. Να δείξετε ότι    
23 2α

f x 2 x 2x α 2 x  ,x
3

 
      
 

και στη συνέχεια να δείξετε ότι 

η εξίσωση  g x 0  έχει ακριβώς τρεις ρίζες τις 1 2 3ρ ,ρ ,ρ  με 1 2 3ρ ρ ρ  .              7 Μονάδες                                                                          

Δ3. Να δείξετε ότι η εξίσωση  f x 0   έχει ακριβώς δύο ρίζες αν και μόνον αν   

   1 2 3α ρ ,ρ ρ ,    και στην συνέχεια για  1 2α ρ ,ρ  να δείξετε ότι υπάρχουν μοναδικά 

1 2κ , κ  με 1 2 κ κ , τέτοια ώστε η f  να παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο 1κ  και τοπικό ελάχιστο 

στο 2κ .                                                                                                               7 Μονάδες                                                                          

Δ4. Να βρείτε την μικρότερη τιμή του β για την οποία στο διάστημα  2,κ  ισχύει η 

σχέση: 
 

2

β3 2

α 2 x

α
2 x 2x

3 e
e

e

 
 
 



 

 .                                                                                    3 Μονάδες 

Δ5. Αν η f   είναι γνησίως φθίνουσα στο  ,λ  και γνησίως αύξουσα στο  λ,  με 

1
λ ,1 

2

 
 
 

 και    
1

f ,f λ ,0
2

 
   

 
  τότε να δείξετε ότι είναι αδύνατη στο διάστημα 

 1 2κ ,κ  η εξίσωση  
1

f x f
2

 
  

 
.                                                                        4 Μονάδες 

 

Εύχομαι κάθε Επιτυχία! 

Να αγωνίζεστε και να ονειρεύεστε! 
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Α1. Αρκεί να αποδείξουμε ότι για οποιαδήποτε Δxx 21 ,  ισχύει )()( 21 xfxf  . 

Πράγματι 

 Αν 21 xx  , τότε προφανώς )()( 21 xfxf  . 

 Αν 21 xx  , τότε στο διάστημα ],[ 21 xx  η  f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος 

μέσης τιμής. Επομένως, υπάρχει ),( 21 xxξ   τέτοιο, ώστε 

        
12

12 )()(
)(

xx

xfxf
ξf




 .           (1) 

Επειδή το ξ είναι εσωτερικό σημείο του Δ, ισχύει 0)(  ξf ,οπότε, λόγω της (1), 

είναι )()( 21 xfxf  . Αν 12 xx  , τότε ομοίως αποδεικνύεται ότι )()( 21 xfxf  . Σε 

όλες, λοιπόν,  τις περιπτώσεις είναι )()( 21 xfxf  .       

Α2. Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού Α και 1A  τo σύνολο των σημείων του Α 

στα οποία αυτή  είναι παραγωγίσιμη. Αντιστοιχίζοντας κάθε 1Ax  στο )(xf  , 

ορίζουμε τη συνάρτηση  

),(

: 1

xfx

RAf




 

η οποία ονομάζεται πρώτη παράγωγος της  f  ή απλά παράγωγος της  f. H πρώτη 

παράγωγος της  f  συμβολίζεται και με 
dx

df
 που διαβάζεται “ντε εφ προς ντε χι”. Για 

πρακτικούς λόγους την παράγωγο συνάρτηση )(xfy   θα τη συμβολίζουμε και με 

))((  xfy . 

Αν υποθέσουμε ότι το 1Α  είναι διάστημα ή ένωση διαστημάτων, τότε η παράγωγος 

της f  , αν υπάρχει, λέγεται δεύτερη παράγωγος της  f  και συμβολίζεται με f  . 

Επαγωγικά ορίζεται η νιοστή παράγωγος της  f,  με 3ν , και συμβολίζεται με 
)(ν

f . 

Δηλαδή ][
1)()(  νν

ff ,   3ν . 
 

Α3. Α. 1. Ψευδής και 2. Ψευδής 

        Β. 1. Αν p(x) το σταθερό μη μηδενικό πολυώνυμο βαθμού μηδέν, τότε η p(x) είναι 

παραγωγίσιμη όμως η παράγωγός της είναι το μηδενικό πολυώνυμο για την οποία δεν 

ορίζεται βαθμός. 

             2. Αν f(x) = x3 τότε η εφαπτομένη στο Α(1,1) 

όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα δεν εφάπτεται σε 

άλλο σημείο και τέμνει την f και σε διαφορετικό 

σημείο. 

(Βλέπε σχολικό βιβλίο σελίδες 92-93) 

 

Α4. α. ΛΑΘΟΣ    β. ΛΑΘΟΣ    γ. ΣΩΣΤΟ 

 

 

                                          ΛΥΣΗ ΘΕΜΑΤΟΣ Α 
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Β1.   xf x e x 1 αx  ,x      και για να ορίζεται στο  ισχύει ότι   

xe x 1 αx 0     για κάθε x  

Θεωρούμε την συνάρτηση    xg x e x 1 αx,x      και ισχύει ότι    g x g 0  άρα στο 

μηδέν παρουσιάζει ακρότατο και είναι παραγωγίσιμη με παράγωγο   xg x e 1 ,x       

άρα σύμφωνα με το θεώρημα Fermat  g 0 0 0     . 

Άρα τελικά έχουμε    xf x e x 1 ,x     

Β2. Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη ως σύνθεση και πράξεις συνεχών και 

παραγωγίσιμων συναρτήσεων με παράγωγο:  
x

x

e 1
f x  ,x 0

2 e x 1


 

 
   

Γιατί ισχύει ότι 
xe x 1   για κάθε x με την ισότητα να ισχύει μόνον για x 0   

  xf x 0 e 1 x 0       Απορρίπτεται και έχουμε 
x xe 1 0 e 1 x 0       άρα 

προκύπτει ο παρακάτω πίνακας προσήμων: 

 

  

 

  

  

  

 Επειδή η f είναι συνεχής στο μηδέν τότε έχουμε ότι παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο x = 0 

το Α(0, f(0)) = Α(0,0). 

Β3. Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη ως σύνθεση και πράξεις συνεχών και 

παραγωγίσιμων συναρτήσεων με: 

  

 

 
   

 

2
x

x x
2

x x x
x

x x x

e 1
2e e x 1

2e e x 1 e 1e x 1
f x ,x 0

4 e x 1 4 e x 1 e x 1


  

    
  

     
   

Ισχύει από β ερώτημα ότι  x x4 e x 1 e x 1 0      για x 0   

Έστω η συνάρτηση      
2

x x x 2x xh x 2e e x 1 e 1 e 2xe 1,x 0            

Η h είναι συνεχής και παραγωγίσιμη ως σύνθεση και πράξεις συνεχών και παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων με:  

   2x x x x xh x 2e 2e 2xe 2e e x 1 0        για κάθε x 0   άρα έχουμε ότι :h 1 για x 0 

άρα: Για    x 0 h x h 0 0      

x −∞                   0                  +∞ 
ex − 1 − + 

2√ex − x − 1 + + 

f ′(x) − + 

f(x) 

  2  1 

                                         ΛΥΣΗ ΘΕΜΑΤΟΣ Β 
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Άρα προφανώς για x 0  έχουμε ότι  f x 0   άρα η f   1 για x 0  άρα: 

         
ν ν ν

f 1 x f 1 νx 1 x 1 νx 1 x νx 1 0              

Έστω η συνάρτηση    
ν

k x 1 x νx 1 ,x 0      η οποία είναι συνεχής και παραγωγίσιμη με 

     
ν 1 ν 1

k x ν 1 x ν ν 1 x 1  ,x 0
        

 
   

Για κάθε      
ν 1 ν 1

x 0 1 x 1 1 x 1 1 x 1 0 k x 0
 

              άρα η  1 για x 0  

άρα έχουμε    x 0 k x k 0 0      

Άρα  
ν

1 x νx 1 0     για x 0 . 

Β4.    
 ν 2

ν ν 1
r x 1 x 1 νx x  ,x 0

2


       η οποία είναι παραγωγίσιμη με   

          
ν 1 ν 1

r x ν 1 x ν ν ν 1 x ν 1 x ν 1 x 1  ,x 0
            

 
   

και από γ ερώτημα έχουμε ότι  
ν

1 x νx 1 0     για x 0  για κάθε ν 2  άρα για κάθε 

ν 3 ν 1 2     άρα βάζοντας στην σχέση όπου ν  το ν 1  προκύπτει ότι  r x 0   για κάθε

 x 0  άρα η r 1 για x 0 άρα έχουμε:

     
 ν 2

ν ν 1
x 0 r x r 0 0 1 x 1 νx x

2


           

 

Γ1.        
1 1 1

tf t f t lnt 1 1 1 lnt 1
t t t

 
       

 
     

   
   

2 2

1 1 1
lnt 1 1 1 lnt 1

tf t f t t t t

t t

 
        

 


  

 
 

 
 

1 1
1 lnt 1 1 lnt 1

f t f tt t
c

t t t t

    
                   

  
 
 

 με t 0,c   

Για t 1: c 0   άρα 
 

 
   

1
1 lnt 1

f t 1t
f t 1 lnt 1  , t 0

t t t

 
  

  
      

 
 

Όταν το παιδί κινείται προς τα θετικά τότε η ταχύτητα είναι θετική και όταν το παιδί κινείται 

προς τα αρνητικά τότε η ταχύτητα είναι αρνητική. Oι πιθανές χρονικές στιγμές στις οποίες το 

παιδί αλλάζει φορά κίνησης είναι χρονικές στιγμές που μηδενίζεται η ταχύτητα, γιατί αν 

μηδενιστεί η ταχύτητα και αμέσως μετά γίνει ίδιου πρόσημου με πριν τότε το παιδί δεν 

αλλάζει κατεύθυνση απλά σταματάει και ξαναξεκινά. 

                                            ΛΥΣΗ ΘΕΜΑΤΟΣ Γ 
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Άρα οι πιθανές χρονικές στιγμές στις οποίες το παιδί αλλάζει φορά κίνησης είναι οι ρίζες της 

f. Έχουμε: 

    
1 1

f t 0 1 lnt 1 0 1 0  ή  lnt 1 0 t 1 sec  ή  t e sec
t t

 
             

 
 

Γ2. Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη ως πράξεις συνεχών και παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων με παράγωγο:  
2 2 2

1
1

lnt 1 lnt 1 t 1 lnt t 2tf t  , t 0
t t t t




     
      

Έχουμε επίσης ότι  f t 0 lnt t 2 0      

Έστω η συνάρτηση  g t lnt t 2 , t 0    η οποία είναι συνεχής και παραγωγίσιμη ως 

πράξεις συνεχών και παραγωγίσιμων συναρτήσεων με: 

 
1

g t 1 0
t

   για κάθε t 0 άρα g 1 για t 0  και επειδή η g συνεχής έχουμε 

         
tt 0

g 0, lim g t , lim g t ,
 

       και το   0 g 0,   και επειδή g 1 για 

t 0  υπάρχει μοναδικό ξ 0 τέτοιο ώστε    g ξ 0 f ξ 0   . 

Επίσης για    0 t ξ g t g ξ 0      και για    t ξ g t g ξ 0     

Επειδή η f είναι συνεχής στο ξ τότε έχουμε ότι f 2 στο  0,ξ  και f 1 στο  ξ,  άρα η f 

παρουσιάζει ολικό ελάχιστο και μοναδικό τοπικό ελάχιστο στο t ξ το: 

     
1

Α ξ,f ξ Α ξ, 1 lnξ 1
ξ

  
    

  
. 

Αφού μεταξύ των χρονικών στιγμών t 1 sec   ή   t e sec  κινείται προς τα αριστερά 

σημαίνει ότι η ταχύτητά του είναι αρνητική. Άρα αφού παίρνει και αρνητικές τιμές η f 

σημαίνει ότι το ελάχιστο της είναι αρνητικό. Η μέγιστη ταχύτητα με την οποία κινείται προς 

τα αριστερά είναι το ελάχιστο της δηλαδή η τιμή:    
1

f ξ 1 lnξ 1  
ξ

 
   
 

m/sec και 

προφανώς το  ξ 1,e . 

Γ3. Η f   είναι συνεχής και παραγωγίσιμη ως πράξεις συνεχών και παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων και εφαρμόζοντας το ΘΜΤ στην f στα  1, t και  t,ξ προκύπτει ότι υπάρχουν 

 ξ1 1, t  και   ξ2 t,ξ  τέτοια ώστε: 

  
     f t f 1 f t 1

f ξ1
t 1 t 1

  


 
 

 
 και   

     f ξ f t f t
f ξ2

ξ t ξ t

  
  





  

Έχουμε:    
   

        
f f t 1 f t

ξ1 2 f 1 f 2 ξ t f t 1 t 1 f t
t 1 ξ t

 
          


    

 


 

2
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Γ4.  
  

 

 

 

 

 

Επειδή το μπαλόνι ανεβαίνει με σταθερή ταχύτητα 1 m/sec τότε έχουμε ότι 1 sec αργότερα θα 

ισχύει  y 1 1 m και αντίστοιχα για το παιδί που κινείται με σταθερή ταχύτητα 2 m/sec 

έχουμε  x 1 2 m 

Με βάση το παραπάνω σχήμα έχουμε:        
22 2x t y t h d t     (1) 

1 sec αργότερα η (1) γίνεται:       
22 2x 1 y 1 h d 1     

      2 2 24 h 2h 1 d 1 d 1 h 2h 5   2          

γιατί προφανώς εύκολα δείχνουμε ότι 
2h 2h 5 0    και η απόσταση d προφανώς είναι 

θετική. 

Παραγωγίζοντας την σχέση (1) έχουμε:             2x t x t 2y t y t h 2d t d t       

             x t x t y t y t h d t d t     

          2x t y t h d t d t    3     

1 sec αργότερα η (3) γίνεται:        2x 1 y 1 h d 1 d 1     

      
3 2 10 2h

4 1 h  d 1 d 1    4
2 3 2


       

Από τις (2) και (4) έχουμε: 
2 10 2h

h 2h 5
3 2


     

 
2

2 4h 40h 100
h 2h 5

18

 
      

 2 2 218h 36h 90 4h 40h 100 14h 4h 10 0            

 27h 2h 5 0     

Δ 4 140 144   και έχουμε 
2 12

h 1 m
14


   ΔΕΚΤΗ  ή  

2 12 10
h  

14 14


   Απορρίπτεται 

 

 

h 

𝐲(𝐭) 𝐝(𝐭) 

𝐱(𝐭) 
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Δ1.              
2 22 2 ν 1 ν

κ x φ x φ x φ x φ x
               


 

 

Η κ είναι παραγωγίσιμη ως σύνθεση και πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων με: 

                          ν 1 ν ν ν 1
K x 2φ x φ x 2φ x φ x 2φ x φ x 2φ x φ x

 
         

                   ν ν 1 ν 1
2φ x φ x φ x 2φ x φ x φ x 0

 
       

Γιατί                  4 ν 1 ν 1
φ x φ x 0,   φ x φ x 0, ,  φ x φ x 0

 
        . 

Άρα  κ x c , x   και c . 

Δ2. Για x 0 έχουμε :              
2 22 2 ν 1 ν

k 0 φ 0 φ 0 φ 0 φ 0 0
                 




 

Άρα  κ x 0 , x   άρα:    
23 2α

f x 2 x 2x α 2 x ,x
3

 
      
 

 

Η συνάρτηση   3 2g x x 10x 28x 20 ,x      είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική με 

παράγωγο:   2g x 3x 20x 28 ,x      

 g x 0   έχουμε Δ 400 336 64    άρα: 1

20 8
x 2

6


   και 2

20 8 28 14
x

6 6 3


    

Άρα έχουμε τον παρακάτω πίνακα: 

 x                 1x                    2x              

  xg  + − + 

  g x  

 1  2  1 

 

Επειδή η g συνεχής και g 1 στο  1, x  τότε: 

        
α

g ,x1 lim g α ,g 2 ,4


   


άρα αφού   10 g ,x   και g 1 τότε υπάρχει 

μοναδικό  1 1ρ ,x  τέτοιο ώστε:  1g ρ 0 . 

Επειδή η g συνεχής και g 2 στο  1 2x ,x  τότε: 

         
α x1

g x1,x2 lim g α ,g x2 4,k


 


 όπου k 0  άρα αφού   1 20 g x ,x  και g 2 τότε 

υπάρχει μοναδικό  2 1 2ρ x ,x  τέτοιο ώστε:  2g ρ 0 . 

Επειδή η g συνεχής και g 1 στο  2x ,  τότε: 
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2

2
α x α

g x , ( lim g α , lim g α ,
 

      όπου 0  άρα αφού   20 g x ,   και g 1 

τότε υπάρχει μοναδικό  3 2ρ x ,  τέτοιο ώστε:  3g ρ 0 . 

Άρα η εξίσωση  g x 0  έχει ακριβώς τρεις ρίζες τις 1 2 3ρ ,ρ ,ρ  με 1 2 3ρ ρ ρ  . 

Δ3. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική με παράγωγο: 

      
22f x 6 α x 4x α 2  ,x                                                    

Για να μπορεί να έχει δύο ακριβώς ρίζες η εξίσωση  f x 0   πρέπει Δ 0   

      
2 216 6 α α 2 0 16 4 6 α α 4α 4 0             

   24 6 α α 4α 4 0        

 2 3 24 6α 24α 24 α 4α 4α 0          

  3 2α 10α 28α 20 0 g α 0        

Για  
g

1α ρ g α 0  
1

 και για  
g

1ρ α x1 g α 0   
1

 

Για  
g

1 2x α ρ g α 0   
2

 και για  
g

2 2ρ α x g α 0   
2

 

Για  
g

2 3x α ρ g α 0   
1

και για  
g

ρ3 g 0   
1

 

Άρα  g α 0  για κάθε    α ρ1,ρ2 ρ3,    

Άρα η  f x 0   έχει ακριβώς δύο ρίζες μόνον αν    1 2 3α ρ ,ρ ρ ,    

Έστω 1 2κ , κ  οι ρίζες της εξίσωσης  f x 0   όμως τελικά το    1 2 2α ρ ,ρ ,x    και 

2

14
x 6

3
   άρα α 6  τότε προκύπτει: 

 x                1                    2               

  f x  + − + 

            

             f x   1  2  1 

 

Άρα έχουμε ότι f 1 στο  1,κ  και f 2 στο  κ1, κ2  και f 1 στο  2κ ,  και 

παρουσιάζει μοναδικό τοπικό μέγιστο στο 1x κ  και μοναδικό τοπικό ελάχιστο 2x κ . 

Δ4.  
 

 
3 2 3 2 2

2

βα α
2 x 2x 2 x 2x

β α 2 x3 3

α 2 x
ee

e
e

e

   
   
   
   

 


     

   
23 2α

2 x 2x β α 2 x f x β
3
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Στο διάστημα  2,κ  το τοπικό μέγιστο της f είναι ολικό μέγιστο σε αυτό το διάστημα και 

ισχύει    1f x f κ άρα η ελάχιστη τιμή του β ώστε να ισχύει σε αυτό το διάστημα  f x β

είναι  1β f κ . 

Δ5.   
1

f ,f λ 0
2

 
 

 
  και έχουμε: 

Έστω  
f

1

1 1
κ f 0

2 2

  
    
 

2

 ΑΤΟΠΟ 

Έστω 
f  

1

1 1
κ λ f 0

2 2




 

    
 

2

 ΙΣΧΥΕΙ 

Έστω  
f  

2λ κ f λ 0


  
1

  ΙΣΧΥΕΙ 

Άρα έχουμε 
1 2

1
κ λ κ

2
    και έστω ότι υπάρχει  1 2xo κ ,κ  τέτοιο ώστε  

1
f xo f

2

 
  

 

τότε: 

Aπό το θεώρημα Rolle υπάρχει  κ 1 2

1
ξ xo, κ ,κ

2

 
  
 

 τέτοιο ώστε:  κf ξ 0    ΑΤΟΠΟ 

γιατί η εξίσωση  f x 0   έχει μοναδικές ρίζες τις 1 2κ , κ . 

 


